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2 qx+ sin2 qy + sin2 qz) (2.1)






Feshbach共鳴とは 2原子の散乱の際に共鳴束縛状態としての分子が形成される現象である [1, 5]。
散乱の始、終状態を open channel、中間の分子状態を closed channelと呼ぶ。図 2.1は原子間相互
作用ポテンシャルを表しており、電子間相互作用による近距離のクーロン斥力と van der Waals 力
による遠距離の引力により Lennard-Jones型のポテンシャルとなる。共鳴束縛状態はポテンシャル
のくぼみに形成される。さらに超微細構造相互作用、外部磁場によるゼーマン効果、電子と核のボー






このような 2つの channelによる相互作用を two-channel modelと呼ぶ。本研究では簡単のため、
引力相互作用の起源は問わずに有効的な相互作用があるものとする single-channel model で議論を
進める。





ン凝縮 (BEC) へと連続的に移行する現象である。図 2.2 は BCS-BEC クロスオーバーの相図であ
る。横軸の (kFas)−1 は引力相互作用の強さを s波散乱長の逆数で表している。T ∗, Tc はそれぞれ分
子対形成温度と超流動転移温度を表す。(kFas)−1 < −1の引力相互作用が弱い BCS領域では BCS
理論で知られるようにクーパー対形成温度と転移温度がほとんど同じである。引力相互作用を強くし
ていくと結合エネルギーが上昇し、転移温度も上昇する。(kFas)−1 > 1の引力相互作用が強い BEC
領域では転移温度より高温でクーパー対が形成される。この領域の極限ではクーパー対のサイズが平
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均粒子間距離も小さくなるため、クーパー対をボーズ粒子とみなせるので温度を下げたときの超流動
転移はボーズ気体の BECとなる。中間領域はクロスオーバー領域と呼ばれ、特に (kFas)−1 = 0は
ユニタリ極限と呼ばれる。









を r1, r2、質量をm、引力ポテンシャルを V (r1−r2)、系の体積は 1とする。固有エネルギー E は 2
粒子のフェルミエネルギー 2EF とそこからのずれである束縛エネルギーEbに分けて E = Eb+2EF
とする。2つの粒子がクーパー対を形成するには束縛したときにエネルギーを得しないといけないの





(∇21 +∇22) + V (r1 − r2)
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粒子間の相互作用として接触型の引力相互作用 V (r) = −V δ(r)を考える。(3.5)式より


















2εk − 2EF − Eb
(3.7)




















































































































































































k2 − k2 + k2F + mℏ2Eb

































∣∣∣∣ (c < 0)











































































































































∣∣∣∣kc−√k2F+ mℏ2 Ebkc+√k2F+ mℏ2 Eb
∣∣∣∣− log ∣∣∣∣kF−√k2F+ mℏ2 EbkF+√k2F+ mℏ2 Eb
∣∣∣∣) (−mℏ2Eb < k2F )
(3.14)
となる。
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3.2 光格子中の粒子のエネルギー分散
光格子中のクーパー問題を考えるためにまずは 1粒子のエネルギー分散を求める。(2.1)式の周期




∇2 + V (r)
]
ψ(r) = Elatψ(r) (3.15)
V (r) = sER(sin
2 qxx+ sin
2 qyy + sin
2 qzz) = V (x) + V (y) + V (z) (3.16)










2 qxx)ψ(x) = Exψ(x) (3.17)
y, z 成分も同様にするとエネルギーはそれぞれの和になる。

















































Vm1Ckx−gm1 = ExCkx (3.21)
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2m (kx − g)

















2m (kx − g)
















































































となる。±は kx が第一ブリルアンゾーン内の場合 −、外の場合 +となる。g = 2qx より kF /qx = 1
とすると第一ブリルアンゾーンの端は kx/kF = ±1となり、Ex(kx)は図 3.1のようなバンド構造と
なる。






(∇21 +∇22) + V (r1 − r2) + Vext(r1) + Vext(r2)
]
ψ(r1, r2) = (Eb + 2EF )ψ(r1, r2) (3.28)
(3.15)式より次のように書ける。[
2Elat(k) + V (r1 − r2)
]
ψ(r1, r2) = (Eb + 2Elat(kF ))ψ(r1, r2) (3.29)
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∣∣∣∣∣) (0 > EbEF > −2) (3.31)
この式より数値的に Eb/EF を求めることができる。








































































































積分はモンテカルロ積分 [A]で実行して Eb/EF を数値的に求める。
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3.5 結果
(3.31)、(3.32) 式よりの束縛エネルギー Eb/EF の散乱長の逆数 (kFas)−1 依存性は図 3.2 のよう
になる。それぞれのグラフはレーザーの強度 sを変化させたときの結果である。sを変化させること
は光格子の深さを変化させることに対応している。s = 0は一様系の場合の結果である。sの大きさ
に関わらず、(kFas)−1 が BCS領域から BEC領域に変化するに従って、束縛エネルギーは負に増加
していく。これは粒子間の引力相互作用が強くなるからであると考えられる。(kFas)−1 が負の BCS
































































′)] = δ(r − r′) (4.5)







kσγkσ + Eg (4.6)
Ek は準粒子のエネルギー、Eg はグランドカノニカルの基底状態のエネルギーである。この式より





















(4.7)、(4.8)式より γkσ の係数を比較すると次の 2式が得られる。
L(r)uk +∆(r)vk = Ekuk





















k′σ′⟩ = 0 (4.11)
f(Ek)はフェルミ分布関数である。Bogoliubov変換により (4.2)式は次のように変形できる。













































|uk(r)|2f(Ek) + |vk(r)|2(1− f(Ek))
]










|uk(r)|2f(Ek) + |vk(r)|2(1− f(Ek))
] (4.13)
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4.2 モデル
Vext(r)は z 方向の 1次元の光格子の周期ポテンシャルとする。
Vext(r) = Vext(z) = sER sin
2(qz) (4.14)
ここで格子定数を d = π/q とする。




















周期ポテンシャルにより uk(r), vk(r)は z 方向に周期 dをもつ ũk(z), ṽk(z)で表すことができる
[11, 12]。準粒子の運動量を P、波数を Qとする。
uk(r) = ũk(z)e









































































順で行う [11, 12, 15, 16]。
1. ∆̃(z)と µと平均粒子数密度の初期値 n0 を決め (4.19)式に代入する。
2. 固有値 Ek を求める。
3. 固有ベクトル ũk(z), ṽk(z)を求め (4.5)式を用い規格化する。
4. 求めた固有ベクトルを (4.21)、(4.25)、(4.17)式に代入し ∆̃(z)、n(z)、nを求める。
5. 求めた nが初期値と一致すれば計算を終了する。
6. 一致しなければ nが保存するように化学ポテンシャル µを µ = µ(n0/n)η に更新する。ここ
で η は 1/2や 1/3など計算の収束度合いで任意に決める。
7. 4で求めた ∆̃(z)と 6で更新した µを (4.19)式に代入する。
8. 2に戻る。
4.3.2 数値計算の準備



























































































































· · · H1 + V0 V1 V2 · · · ∆0 ∆1 ∆2 · · ·
· · · V−1 H0 + V0 V1 · · · ∆−1 ∆0 ∆1 · · ·










· · · ∆∗0 ∆∗−1 ∆∗−2 · · · −H1 − V0 −V1 −V2 · · ·
· · · ∆∗1 ∆∗0 ∆∗−1 · · · −V−1 −H0 − V0 −V1 · · ·



































この式の固有ベクトルから (4.26)式の ũk(z), ṽk(z)を求める。




























































































(4.29)式の固有エネルギー Ek は量子数を tとするバンド構造 Et(kz)を持つので kz の範囲は第一ブ
リリュアンゾーン内をとればよい。右辺の和は Ek ≤ Ec となるバンドまでの和とする。系の体積は
整数M を用いて Lx = Ly = Lz =Mdとすると、V = LxLyLz = (Md)3 となる。u, v の積は体積
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る。系の体積 V = LxLyLz = (Md)3 より整数 nx, ny, nz を用いて波数のとる値は















となる。ここで nx, ny = 0,±1,±2, · · · となるが kz は第一ブリリュアンゾーン内をとるので
nz = 0,±1,±2, · · · ,±M/2となる。
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4.4 結果
散乱長の逆数 (kFas)−1、フェルミエネルギーとリコイルエネルギーの比 EF /ER を変化させたと
きの局所粒子数密度 n(z/d)/nとギャップ |∆(z/d)|/EF の空間依存性を数値計算により求める。こ
こで、EF /ER の減少はレーザーのリコイルエネルギーの増加を表す。つまり、光格子の深さが深く
なることに対応する。結果は周期ポテンシャル 1周期分 dの範囲について示す。系の体積はM = 10
として V = 103d3 とする。カットオフエネルギー Ec は次の表の値とする。クーパー問題より、引力
相互作用が強く、光格子が深くなると束縛エネルギーが増加することを示した。そのため、BdG方
程式でより大きい固有エネルギーの寄与を考慮する必要があり、数値計算においてカットオフエネル
ギーを大きくする。バンドの数は EF /ER = 0.5, 1のときは 18、EF /ER = 2.5のときは 22として
Ek ≤ Ec となる範囲の和をとる。
Ec/EF EF/ER = 0.5 EF/ER = 1.0 EF/ER = 2.5
(kFas)
−1 = −1 120 80 80
(kFas)
−1 = 0 150 100 80
(kFas)
−1 = 1 180 120 100
4.4.1 局所粒子数密度





度は最大になっていると考えられる。EF /ER の減少、つまり光格子が深くなると z = 0での密度は
増加し、z = dでは減少していて空間的な変化が大きくなっている。一様系では粒子数密度は一定で
あるが、光格子が深くなるにつれてフェルミ原子はより深い位置で凝縮すると考えられる。これらの
振る舞いは (kFas)−1 = −1, 1においても同様の振る舞いである。
図 4.2 は EF /ER = 1 における (kFas)−1 を変化させたときの局所粒子数密度の空間依存性であ
る。(kFas)−1 = 1の BEC領域になるにつれて密度は空間的に大きく変化している。これは引力相
互作用が強いと、クーパー対のサイズが小さくなるので光格子のくぼみの位置で密度が増加するから
であると考えられる。
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図 4.1: (kFas)−1 = 0における局所粒子数密度の空間依存性。
図 4.2: EF/ER = 1における局所粒子数密度の空間依存性。
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4.4.2 ギャップ
(4.31) 式よりギャップ |∆(z/d)|/EF の空間依存性はそれぞれ (askF )−1 = −1, 0, 1 に対して図
4.3、4.4、4.5のようになる。点線は一様系の場合のギャップの値を表す [1, 17]。ギャップも周期ポ
テンシャルの変化に従って空間的に変化している。粒子数密度と同様にギャップも光格子のくぼみの
位置 z = 0で最大となるのでこの位置で多くのクーパー対が凝縮すると考えられる。z = 0において
EF /ER が減少するとギャップは増加しているが、z = ±dでは (askF )−1 の値により振る舞いが異
なる。(askF )−1 = −1, 0では EF /ER = 1.0から EF /ER = 0.5になると空間全体で |∆(z)|が増加
している。これは図 4.2より、引力相互作用が弱い領域では強い領域に比べてフェルミ原子は空間的
に広がっているためだと考えられる。
図 4.6、4.7 はぞれぞれ z = 0 でのギャップ |∆(0)|/EF と化学ポテンシャル µ/EF のクロスオー
バー領域における散乱長依存性である。実線は一様系の場合の結果である。どちらも EF /ER が減少




図 4.3: (kFas)−1 = −1におけるギャップの空間依存性。
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図 4.4: (kFas)−1 = 0におけるギャップの空間依存性。
図 4.5: (kFas)−1 = 1におけるギャップの空間依存性。
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で積分区間 [a, b]で n個の乱数 xi を発生させる。積分結果として次のようになる。





これは I を n個の f(xi)の平均値とする考え方である。この時の誤差、つまり標準偏差は a/
√
nに
比例する。精度を 1桁上げるには乱数の個数 nを 2桁上げる必要がある。

















f(xi, yi, zi) (A.3)
D 次元の多重積分の場合、台形法などの数値積分ではそれぞれの方向で分割数を nとすると和の
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